Formulesde Stirling

L’objectif de ce probleme est de déterminer un¥gjent simple a! quandn — +oco .

Partie | — Une limite

/2 ) /2
On pose pourtoub €N : I, :f sin"td etJ, :f cos't d
0 0

l.a Calculerl,, I, et1,.
1.b  Montrer que la suité/ ) est décroissante et strictement positive.
1.c  ATaide d'un changement de variable adéquitlir : VneN,I =J .

2.a  Etablir que pourtouteN : I ,= n+1]ﬂ .
' n+2

]
2b En encadran{;—“,montrerque[n+1 ~ .
n—-+0o

2.c  Observer que la suite de terme général1)I I ., est constante.

n+l
2.d  En déduire un équivalent simple Bequandn — +oo .

a l'aide de nombres factoriels.

4p | 4
1 obtenirm = lim M

p),, et p((2p)1)?

3a PourpeN, exprimerl,, etl, ,

2p+1I
3.b  En observant qUe( p+1) 2p+1

Partie Il — En encadrement

Soit a <b deux réels eff :[a,b] - R une fonction de classé’ concave. On notéd/ = sup|f” 7 j :
/,E[a,b]

On introduit g :[a,b] — R la fonction affine déterminée pata) = f(a) et g(b) = f(b) .

l.a  Exprimer, pour tout€[a,b], g(t) en fonction dex, b et f.

b
1.b Calculerf g(t)dt .
b b
2. Justifier par un argument géométrique, 90@7(t)dt§f Ft)ck.

3. On désire maintenant établir la propriété < [a,b], f(t)— g (t) < sz(b_t)
Celle-ci est clairement vérifiée poure=a ou t="0. Il reste a I'étudier pout € ]a,b[.
Pour cela, on introduik :[a,b] — R la fonction définie par &(z) = f(z) — g(z) — K (z —a)(z —b)
ou la constantek’ est choisie de sorte quet) =0.

3.a Justifier quer est de class€’ et exprimerh”(z) .

3.b  En exploitant le théoréme de Rolle, établiilexiste ¢ € [a,b] tel quer”(c)=0.

3.c  Endéduire qualorf]| g% puis I'inégalité voulue.

. b b M(b—a)®
4, Etablir alors que t)dt — ) <———+.
quef f()d— [ gk <=
5. En appliquant le résultat précédent a la foncfioz — Inz sur[n,n+1} (avecn € N) établir :
1 1
0< n+z](|n(n+1) In(n))— 1< 27




Partie Ill — Formule de Stirling

Cette partie exploite les résultats des questi@ib &t I1.5 qui pourront, au besoin, étre admis.

1
On pose poun € N\{0,1} : u, =In|n "2e | —Inn!letv, =u, U
' - 12(n—1)
1. Montrer que les suite@; ) et (v,) sont adjacentes.
On noteC' leur limite commune
2. En calculant de deux manierdsn 2u, —u,, montrer queC' = —%In(Zw) .

n—+
3. Conclure :nl~~2me"n 2.



