Etude d’intersections d’hyperplans vectoriels

Soit K un corps etF un K -espace vectoriel de dimensiane N*.
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Partie | — Description d’'un sous-espace vectorieimtersection d’hyperplans

Soit H, et H, deux hyperplans dé& .
On supposél, = H,. Justifier, + H, = E .
Determinerdim H N H, selon qued, = H, ou non.

SoitH un hyperplan de& et F' un sous-espace vectoriel de.
Déterminerdim F'N H selon queF' C H ou non.

SoitpeN" et H,,...,H  des hyperplans d& .

Montrer quedim(H,N...NH,)>n—p.

Soit F' un sous-espace vectoriel dg, distincts deF . On posep = dim F'.

On se propose d’établir qué peut s’écrire comme intersection de- p hyperplans.
Dans un premier temps on suppdse= {6} .

Montrer qu'il existe une bade= (€,...,¢,) de £ telle quevVl <i < pé € F.

On pose, pour toute {p+1,...,n}, H,=VectE,,.. &, £.,... £, ).

Montrer que ledi; sont des hyperplans dé.

Observerqué'=H ,N...NH,.

p+1

On suppose maintenant qiie= {0} .
Montrer queF peut s'écrire comme intersection dehyperplans.

Partie Il — Décomposition d’un drapeau en intersactd’hyperplans

On considére un drapeau d&, c’est a dire une famill¢F;,, F},...,F,) de sous-espaces vectoriels Hetelle

que :
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() VO <i<n,dimF, =1,

(i) Vi<i<n,F_ CF.

PréciserF; et F, .

Justifier que, pour toute {1,...,n}, 3¢, € F, tel queé, ¢ F_,

Montrer queB = (¢,,...,€,) est une base d& .

Observer que/l <i <n, F, =Vectf,.... £ ).

Montrer que, pour toute {1 n} il existe un hyperplan d& noté H, telque :F,  =F NH. .

Observer qu'alors, pour toue {1,...,n} : F_ = H N.NH,.



