Equation aux dérivées partielles

Soit Q un ouvert non vide d®* et \c R.
On noteC*(Q2,R) I'ensemble des fonctions réelles de clagsealéfinies sur).

Pour A € R, on considére I'équation aux dérivées partiefigs Ig(x,y)er%(I,y): A(x,y).
z Y

On note F, (Q?) I'ensemble des fonctions réelles de clasaléfinies et solutions d&, sur (2.

Partie | — Etude générale

l.a SoitA € R. Etablir queF,(2) estun sous-espace vectoriel@¢Q,R) .
1.b  Observer que les applicatiops: (z,y) — = et p, :(z,y)— y appartiennent &(£2) .
2.a SoitAeR et feF, (Q) de classe?.

of . of

Montrer que—— et —— appartiennent &, ,(€2).
or 0Oy

2b Soith\,peR.
Observer que sf € F,(Q2) et g€ F,(Q2) alors fg € F,(Q) pourunréeel que I'on précisera en fonction
Aetu.

2c SoitAeR, aeR et feF (Q) telle queV(z,y)€Q,f(z,y)> 0.
Montrer que la fonctiory : (z,y) — (f(z,y))" appartient &, ().
3. Dans cette question = R* —{(0,0)} .
Pour A€ R, on noter, :22— R la fonction définie par, (z,y) = (W)A .

3.a  Justifier que; € F,(2) .

3.b A quelle condition sui, peut-on prolonger, par continuité er(0,0) ?

Partie Il — Résolution sufl=RxR"™.

Dans cette parti€ = RxR*™" .

l.a  Justifier que est un ouvert d&R?.

1.b  Justifier que l'applicatio® :Q2 — R? définie par®(u,v) = (uv,v) réalise une bijection d@ sur lui-
méme. Exprimer I'application réciproque de

2. Soit f € C*(L,R) et g:Q— R définie parg= fod.

2.a  Montrer quey est de class€" et exprimer@ et@ en fonction deﬁ etg.
ou  Ov or 0Oy

2.b  Justifier quef € F, (2) ssig est solution suf? de I'équation :v?(u,v) = Ag(u,v).
v

2.c  Résoudre cette derniere et décfire F;(€2) .
Partie Ill — Résolution de, sur Q=R?—{(0,0)}.

Dans cette parti€2 =R* —{(0,0)} .
1. SoitfeCYQR).



1.b
1.c

2.a
2.b

Soit(z,y) € Q fixé. Pourt € R™, on posep(t) = f(iz,ty).

Justifier quey est de class€* et calculery’(t).

Etablir : fe F,(Q) © V(z,y) eQVt>0,flz ty)=fCy).

En déduire que les solutions Ag sur Q2 sont les fonctions de la forme :
Y

Jo2 42 Jor+y?

Soit f: Q2 — R . Notonsg:Q2 — R définie parg(z,y) = f(z,y)

=

(zy)—¢ ol p e CH(QR).

Montrer quef € F\(2) < g € F,(2) .

Déterminer les fonctions solutions #e sur Q2.



