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Correction

A®C=BaC doncdmA®C=dimB®C douetdimA+ dimC = dimB+ dimC' puis
dimA=dimB . De plusA&C = A+ B doncdimA+ dimC = dim4A+ dimB — dimAN B et par suite
dimC = dimB— dimAN B = dim4d— dimdNB.

Puisqued = B et dimA = dimB on a nécessairemerdt B (car inclusion et égalité des dimensions
impliquent égalité des espaces). Par siiiec A tel quei ¢ B. De méme poui; .

Siw=1u+v€A alorsv =w—1i €A par opérations sur les vecteurs dle
Par contraposéei ¢ A= w¢ A. De mémew ¢ B etdoncw ¢ AUB.

SoitZ e ANC . llexiste A\ e K tel queZ=\w etZ€ A

SiA=0 alorsﬁ):%fe A ce qui est exclu.

Nécessairement =0 et 7 =0 . Ainsi A et C sont en somme directe.
dmA® C =dimA+dimC = (@ — )+ I=n= dimE etdoncA&C=F

OrACA+B,CCA+B (carwecA+B)doncE=AaCCA+B.
Par suiteA®C=A+B=F.DemémeB®C=A+B.

SiA=B alorsA+ B=A=B. C={d} résout le probléme posé.

AN B est un sous-espace vectoriel dequi est unk - espace vectoriel de dimension finie non nulle.
Par suiteAN B posséde un supplémentaidé dansA .

A'NB'CcANB carA'Cc A et B'CB.

Or A'n(ANB)={d} car A'®(ANB) donc A'NB'={3}.

dimA = dimA’ +dimANB et dimB = dimB’+ dimANB.

PuisquedimA = dimB on a dimd’ = dinB’.

De plus A, B’ = {6} (car sinon on auraifl = B) doncdimA’ = dimB’=p e N*.

A’ et B’ sont deux sous-espaces vectoriels de dimensienfig N* donc posséde des bases de la
forme annoncée.

Supposonsg, +---+ X, g, =0 .

OnaXg, ++A8 =—(\fit-+Af) or \g,+-+A\E €A etAf++)f €B avec
A'NB'={5} donc\g, +-+AE =\fi++\f =3.

Puisque la familleB est libre, ona\, =...=\ =0 doncD est libre.

La famille D est une famille libre et génératrice @e c’est donc une base de.
Puisqu’elle est formée de vecteurs on a : dii = p .

Soitz € ANC'.

Z€C donc on peut écrir€ = \g,+---+\ g, =i+ aveci=\¢ +---+A¢ €A et
=M+ +A\f B .

Onaalorsi=7Z—icA car?cAetic A CA. Maisv€B'CB doncv € ANB.
Orie B’ et (ANB)NB'={d} donci =3

PuisqueC est une base, ong=...=) =0 et par suitei =5 etdonci=o.
ACA+B etCCA+B doncA+CCA+B.

De plus dmMA®C = diml+ din€® = diml+p= diml+ di®— dmMnNnB= dimM+B
doncAeC=A+1B.

De maniere symétriqud + B=B & C .



