Correction

d’'apres ESIEE Amiens 1997

Partie |

1. (.].) est clairement un forme bilinéaire symétrique.
1
Pour toutP € R[X], (P|P)= f 1P(t)2dt > 0 etsi(P|P)=0 alors la fonctiont — P(t)* est nulle car

continue, positive et d’intégrale nulle s{wl,]}. Par suiteP est le polyndme nul car il posséde une
infinité de racines.

2. Soit A\, ueR et P,Q € R[X|. L(\P + uQ) = AL(P)+ 1L(Q) notamment par linéarité de la dérivation.
De plus L: R[X|— R[X] donc L est un endomorphisme d&[X|.

3.a Lalinéarité de,, provient de celle de . Le probléme est de justifier qug est & valeurs dar& [ X].
Soit Pe R [X].On adeg%g de?— Kn— .doncde{ @’ — 1)% @ﬂ< 2+n— E=n+ Ipuis
degL, (P)<n.Ainsi L (P)eR [X].

3b  L,(M)=0, L,(X)=(X*—1) =2, L,(X") = (p(X* X" ") = p(p+ X" — p(p— DX* .
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donc (L(P)IQ):ff_l(x 4)6 (I)E (z)d
or la symétrie de cette formule éh et Q permet de concluréL(P)|Q)= (P |L @Q)).
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la P1:XvP2:E(3x2_1)1P3:Ex3——2$.
1b degU, = 2 doncdegP, = ded/, —n=n.
ix (2n)!_
2" (n))?
l.c Lafamille(?,,P,...,P,) estde degrés étagés (idegP, =i ) c'est donc une base d®@, [X} _
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Le terme erz” de P, provient de la dérivation a I'ordre du termesz" donca, =
n:

n 2
donc P, _iz["] (z—1)""*(@@+1) .
o2n =k
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P@= [Z] 2 —letP(-1)- Zi[g] (-2 = 1.

3a (-1 = (1+D)x 2% @2 =1 = 20+ DU, ¢ )
(@ -D)(@@*-')Y=nx2rx @ — 1) = 2zU, ).
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En dérivant, 41 fois la relation (1), via la formule de Leibniz obtient :

d{ d** d n+1) d** n+1
a[W(UM(:E))] dIHl(Z(n—i-l)mU @)= 20+ 1{ 0* ]mW(Uﬂ @))+2[ + ] @+ 1)—(U,, ¢)

donc 2 (n+D)'P/ (@)=20+ 2n P @)+ 20+ 1f 2n P, ¢)
puis P/, (z) = zP/(z) + (n+ 1P, (z) .
En dérivantn +1 fois la relation (2), via la formule de Leibniz; obtient :

(@ =002+ (49200 @+ D 210 0 200 6 26+ 0 €)=

donc (a* — DU (@) + 20UV @)=n+ W @) ie. (@2 —DU D @) =nlo+ 0O @)
etdoncL(P,)=n(n+1)P,.

n(n+0(F, |P,)=CLE)IF,)=E ILE,)=m@+ 1, P, )

donc (n(n+1)—m(m+1) (P, |P,)=0

Or n+— n(n+1) estinjective etn == m doncn(n+1)=m(m+1) puis (P, |P,)=0

m

(B,.....P,) estbase d&®  [X] donc on peut écrir€ = A\, +---+\ P, .

Par suite(P, +1|Q)—Z)\ (P..|1P)=0

Notonsa,,...,a, les racines de multiplicités impaire du polyndife, appartenant é—l][

Posons@ = ﬁ(X —a,) .

Le polyn(‘)mgézP n'a que des racines de multiplicité paire d@qﬂ;][ il est donc de signe constant sur

[ 1]} et par swtef Q(2)P,.,(z)de = 0 (par non nullité de l'integrale d’une fonction timue, non

nulle, et de signe constant). Par syite- deg@ >n .

Or P, estde degré +1 donc nécessairemept<n +1 et donc finalemenp =n +1.
Par suiteP,,, posséden +1 racines distinctes darjs-1,1 .
De plus, puisquelegP, , =n+ 1, on peut assurer qu’il N’y en a pas d'autres etcglles-ci sont

simples.

P! . =(m+1a, X" +Q avecdegl <n ou encoreP/, = (n+1)—2 Sut P +Q avec degQ <n.

n

a’n+l

Par suite(P', | P,)= (n+ )L (P, [P, )+ @ IP, )= G+
an

P 2

n

= [ Py ae=[ar,@)], - 2[ 2P @F/@)d = 2- pr € ¥ 6

a,, 1@n+2)(2+1) 2+ 1
ol = donc(P.,,|P)=(2n+1
a2 (n+17 1 (BlalP)= @+ 2P,

De plus 71+1(I) - IP (I) + (n +1)P (I) dOnC( n+1 |P71 ) = (XPH/ |Pn )+ (TL + 1)(Pn |Pn )
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or (XP[|P,)= f_ 1zP;(z)Pn, @
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P, estun vecteur normal & 'hyperpld, [X| de 'espaceR  ,[X].
X”+1 P Xn+1 R,
Par suited(X"*, R [ ]) M fu
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P, +@Q avecdeg@ <n+ ldonc(X"*|P,,,)=—
ntl an+1
+1 | 2
Par suited(X"™*,R [X]):i = 2 (@ +1Y) V2 _
(2n+2)! 2n+1
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or X" = p
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