Correction

d’aprés Mines de Sup, commune 2001

Partie |

Suivons le lapin blanc et entrons dans la matrice

1.

(s+t)

E(S)B() = +sA+> AZ)(I+tA+ A) I+ (s+t)A+——— A% carA®=

Par récurrence sure N on montre sans difficultésvt € R, E(t)" = E(nt) .

On observeF (t) x E(—t) = E(0)=1 donc E(t) est inversible d’inverse’(—t) .
Supposonsv.] + 3.A+y.A* =

En multipliant parA? on obtient :a.A*> = 0 (car A>=0) donca =0 puisqueAd’® =0.
En reprenant la relation initiale et en la mulapli parA on obtient3=0.

Enfin la relation initiale donne maintenant= 0. Finalement(/, 4,A?) est libre.

2 2
Supposongi(s) = E(t) i.e. I+5.A+%.A2 = I+tA+%A2.

1*® méthode : Puisquél, 4,42) est libre on peut identifier les coefficients enclure s =1 .

s2—t2

2
2°"*méthode : On &s—1t).A+ A? =0 et (4,A4°) estlibre, donss—t=0 i.e.s=t.

FinalementE :t — E(t) estinjective.
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t

001 1tt4+—
A>=|0 0 0|= 0et A>=0 donc A est nilpotente d’indic8. E(t)=[01 ¢
000 00 1

Partiell

Soitz = (z,,z,) € R®.
4z, — 6z, =2
r,—z,=2T,

4z, — 6z,

=T
tep =2z,.
I,—T,=1x,

I€F<:>f(x)—2$<:>{ 1<:>x1—3x2.I€G<:>f(x)—x<:>{

Par suitel' = Vect(g, ) et G = Vect(,) avece, =(3,1) ete, = (21) .

F et G sont des droites vectorielles.

Soit z€ FNG . Onaf(z) =2z et f(z)=z doncz=0 puis FNG ={0}.

De plusdimF + dimG = 2= dimR? donc F' et G sont supplémentaires dafis .
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f(&) =2z, et f(g,) =¢, doncMat, (f):(o 1) .

Soit P =Mat, B. € GL,(R) et D= Mat, (f).

La formule de changement de base donde= PDP*.

(32 5 (20 o pa_ (1 -2
P_(l 1)'D—(o 1) etp —(71 3)'

De maniéere immédiateD = [2" 0]

01

1¥®*méthode : Par récurrence sue N : A" = PD"P*.

2’ méthode :A" = (PDP YY(PDPY)...PDP Y)= PD(P 'P)...P 'P)DP ‘= PD"P .
3™ méthode A" = Mat, (f"), D" = Mat, (f") etla formule de changement conclu.

n_[3.2—2—-6.2+ n 3— - 2
A =1"r 2.2L+j 2(1 2? ( 137'



Partielll

MD=M}=DM. M= (“ 2) MD:(%‘CL 2) et DM = (2“ 2’)) donc MD =DM =b=c=0 et donc

2
M est diagonale. De plus on a ald& = [0 dz] d'oll a=++/2 etb==+1.

M?=P'XPP'XP=P 'X°P doncM?’=D & X?=PDP ' X*=A.
Donc les solutions de I'équatioki’ = A sont de la formeX = PMP ' avec M solution de I'équation

Fonfg ol Y

2_ i (V20 —
M*=Die M delaformeMl_[o 1],M2_ 1 1

m=4 et X, =PM P
S=X,++X,=P(M,++M)P*=Px0,xP*=0,et
P =PMP *PM,P*PM,P*PM P *= PMM MM P *=PDP ‘=A%

Partie IV

Soitac R"™ etneN.

La fonction f:t— € estC"™ surl=[—a,a| et Vk€{0,1,... n} f® ¢)=¢é, " (0)=1 donc la partie
n k

réguliére du développement de Taylor fleen 0 estzﬁ .

k=0 v+

o
(n+1)1°

n tlv
é—ZES

k=0

Puisque|f(”“)(t)| =€ < &, linégalité de Taylor-Lagrange donne/t € I,

n k
Quandn — 400, Zt—| — € pour toutt €I .

Enfin puisque ceci est vrai pour toat> 0, on peut conclure Yt € R, Z —é.
k=0

2t n ¢k 2t i 2t ~
(t)—3k22( ,) Z;E () =- 62( ) 8 gl LZO:( ') 2
d (t)——ZZ(Zt)

3¢ — 2¢ — 6€ + 6
LON e |

E(t)=e"Q+€R avecQ:(? :g) etR:(:i g)

@ =3 §-0. r=(2§-r . or-0-ra.

g etr sont des projections vectorielles.

Puisque@ + R =1, ces projections sont complémentaires.

De part les matrice§ et R, on observe quémq C F' et Imr= kerg C G .

Puisquelmq et kerg sont supplémentaires et qéieet G le sont aussi, un argument de dimension
permet de justifiedimg=F et keg=G.

Ainsi ¢ est la projection vectorielle suf parallelement & et r est la projection complémentaire
associée.

Notons, qu'il existe plusieurs démarches possiptas détermineimg et kerq .

EGBEH)=(€"Q+eR)E Q+ eR ¥ &Q+ ¢ R=FE s(+-t en vertu des relations de 5.
Comme précédemmentE(t)" = E(nt) et E(t) ' = E(-t).

La famille (Q,R) est libre doncE(s)=E(t) =€ =€ =s=t.

Donc E:t — E(t) estinjective.



