
Correction 

d’après CCP PSI 2000 

Partie I 

1.a 1, 1 0 1 0 0 0 1 0 1( ) ( , )( ) (1 ) ( )( ) ( )( ) (1 )
F

B t B P P t t B P t tB P t t P tP= = − + = − + . 

1.b 1, 0 1( ) (( ,(1 )),( , ))
F

B t bar P t P t= −  avec [ ]0,1t ∈ . 

La trajectoire de 1,FB  est le segment [ ]0 1,P P . 

2.a 3 0 1 2 2 0 1 1 0 0(0) ( , , )(0) ( , )(0) ( )(0)
F
B B P P P B P P B P P= = = =  

De même 2(1)
F
B P= . 

2.b 
3 0 1 2 2 0 1 2 1 2
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2 2 2 2 2 2
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     = = +        
     = + + + = + =        

 

2.c 2 2
0 1 2( ) (1 ) 2 (1 )

F
B t t P t t P t P= − + − +  avec 2 2(1 ) 2 (1 ) 1t t t t− + − + = . 

2.d ( ) 2 1x t t= −  et 2 21 1
( ) 2 2 1 ( )

2 2
y t t t x t= − + = + . 

La trajectoire de 
F
B  est incluse dans la parabole d’équation 21 1

2 2
y x= + . 

Partie II 

1. (⇐ ) immédiat, en prenant 2n = . 
( ⇒ ) Supposons K  convexe. 

Par récurrence sur n ∗∈ℕ  
Pour 1n =  : ok 
Supposons la propriété établie au rang 1n ≥  

Soit 1 1, ,
n

M M K+ ∈…  et 1 1, ,
n

λ λ + +∈… ℝ  tel que 
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−
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1 11
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Récurrence établie. 

2.a K W∀ ∈  on a E K⊂  donc 
K W

E K
∈

⊂ ∩ . 

Soit ,
K W

M N K
∈

∈ ∩  et [ ]0,1λ∈ . 

K W∀ ∈ , on a ,M N K∈  donc (1 )M N Kλ λ− + ∈  puisque K  est convexe, par suite 

(1 )
K W

M N Kλ λ
∈

− + ∈ ∩ . 

Ainsi 
K W

K
∈
∩  est un convexe qui contient E . 



2.b (⇒ ) Si E  est convexe alors E W∈  donc 
K W

K E
∈

⊂∩ . 

D’autre part 
K W

E K
∈

⊂ ∩  est toujours vrai donc ( )
K W

E K C E
∈

= =∩ . 

( ⇐ ) Si ( )E C E= , sachant que ( )C E  est convexe, E  l’est aussi. 

2.c Si G H⊂  alors ( )G C H⊂ . 

Le convexe ( )C H  est un donc élément de l’ensemble W  formé des convexes qui contient G . 

Comme ( )
K W

C G K
∈

= ∩ , on a ( ) ( )C G C H⊂ . 

2.d Notons K  l’ensemble égal au second membre de l’égalité. 
De part II.1, il est clair que ( )K C E⊂ . 

D’autre part, on observe que E K⊂ . 
Pour conclure, il ne reste plus qu’à montrer que K  est convexe. 
Soit ,M N K∈  on peut écrire : 
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l l
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= ∑  avec ,k lM N E∈  et , 0k lλ µ ≥  tels que 
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Soit [ ]0,1λ∈ . 

1 1

(1 ) (1 )
pn

k k l l

k l

M N M Nλ λ λ λ λµ
= =

− + = − +∑ ∑  avec 
1 1

(1 ) 1 1
pn

k l

k l

λ λ λµ λ λ
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− + = − + =∑ ∑  donc 

(1 )M N Kλ λ− + ∈ . 

Ainsi K  est convexe. 
E K⊂  donne alors ( ) ( )C E C K K⊂ = . 

Par double inclusion ( )C E K= . 

3. Par récurrence sur n ∗∈ℕ . 
Pour 1n =  : ok (trajectoire constante égale au point) 
Supposons la propriété établie au rang 1n ≥ . 

Soit 0 1 2( , , )n nF P P E+ += ∈… . 

[ ]0,1t∀ ∈ , 1, ( ) (1 )n FB t t M tN+ = − +  avec 

{ }0 0( , , )( ) ( , , ) ( )n n n
HR

M B P P t C P P C F= ∈ ⊂… …  et 

{ }1 1 1( , , )( ) ( , , ) ( )n n n
HR

N B P P t C P P C F+= ∈ ⊂… …  

Sachant ( )C F  convexe, 1, ( ) ( )n FB t C F+ ∈ .  

Récurrence établie 

Partie III 

1.a Par récurrence sur n ∗∈ℕ . 
Pour 1n =  : ok avec 0,0 : 1b t֏ . 

Supposons la propriété établie au rang 1n ≥ . 

Soit 0 1 2( , , )n nF P P E+ += ∈… . 

[ ]0,1t∀ ∈ , 1, ( ) (1 )n FB t t M tN+ = − +  avec 
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En prenant 
1,0 ,0

1, , , 1

1, 1 ,
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On obtient 
1

1, 1,
0

( ) ( )
n

n F n k k

k

B t b t P
+

+ +
=

= ∑ . 

De plus, les ,n kb  étant des fonctions polynomiales de degré inférieur à n , les 1,n kb +  sont des fonctions 

polynomiales de degré inférieur à 1n+ . 
Récurrence établie. 

1.b 
2 2

3 2 2 3

0 1 2 3
0 1 * * *
1 1 * *
2 (1 ) 2 (1 ) *
3 (1 ) 3 (1 ) 3 (1 ) (1 )
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1.c , ( ) (1 )n k kn k

n
b t t t

k
− = −  

 convient. 

2.a 
1 1
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0 0

0 0

( ) 1 1
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I b t dt dt
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= = =∑ ∑∫ ∫ . 

2.b Pour 0 k n≤ <  on a : 
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 = −  
    −   = − + −      + +   
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Partie IV 

1.a , 0(0)
n F
B P=  et , (1)

n F n
B P= . 

1.b 

1
1 1

,
1 0

1
1 1 1 1

0
1

( ) (1 ) ( ) (1 )

( ) (1 ) (1 )

n n
k n k k n k

n F k k

k k
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     = − − − −       
 = + − − − −  

∑ ∑

∑
 

1.c , 1 0 0 1(0)n F

d
B nP nP nP P

dt
= − =

�����
 et , 1 1(1)n F n n n n

d
B nP nP nP P

dt
− −= − =

�������
 

Les tangentes aux points , 0(0)n FB P=  et , (1)n FB  sont 0 1( )PP  et 1( )n nP P− . 

2. ( ), , 0
( ) ( , ( )n F k n k k n

B t bar P b t
≤ ≤

=  donc ( ), , , ( )0
( )( ) ( ( ), ( ) ( )n F k n k n Fk n
B t bar P b t B tϕϕ ϕ

≤ ≤
= = . 

3.a ( ) ( ) ( ), , , ,, 0 0 0
( ) ( , ( ) ( , (1 ) ( , (1 ) (1 )n k n k n k n n k k n k n Fn F k n k n k n

B t bar P b t bar P b t bar P b t B t− − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
= = − = − = −ɶ  

car , ,( ) (1 )n k n n kb t b t−= − . 

3.b ,n FB  et 
,n F

B ɶ  ont la même trajectoire. 

4.a , , ( ) ,,
( ( )) ( ) ( ) (1 )n F n s F n Fn F
s B t B t B t B t= = = −ɶ . 

La trajectoire de ,n FB  est symétrique par rapport à Ω . 

4.b ( ), ,( (1 2)) 1 2n F n Fs B B=  donc , (1 2)n FBΩ = . 

5. 3, 3 1 2 0 1 2 0 3

3 3 3 3 3 3 3
(1 2) ? 3

4 4 4 4 4 4 2F

d
B P P P P PP P P j i

dt
= − + − = − = − +

����� ����� � �
 . 



 


