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ESpaceS normés Exercice 3 [ 00795 ] |Correction|

Soit n € N avec n > 2. Existe-t-il une norme || - || sur M,,(C) invariante par
conjugaison, c’est-a-dire telle que :
Normes
¥(A, P) € M,,(C) x GL,(C), |A| = |P~"AP|.
Exercice 1 [ 02639 ] [Correction]
On définit sur E = C°([0;1],R) une norme par

1 Exercice 4 [o4161 ] [Correction]
N(f) = /0 /()] dt. Soit n € N* et || - || la norme uniforme sur [—1;1].

(a) Soient a,b> 0 et u,v > 0. Etablir que (a) Montrer qu’il existe un unique polynome T, de degré n tel que :

1 <@ Q V0 € R, T, (cosb) = cos(nb).
u+v o u v

Va+vb=1 =

(b) Soient f, g € E telles que f,g > 0. Montrer (b) Soit P unitaire de degré n. Montrer

N(f)PN(f~") + N(g)*N(g™") 1P > s
NH+N@P

N((f+g9)™)<

. On pourra s’intéresser aux valeurs de P et T, en les cos(kw/n), pour k € Z.
(¢) En déduire que

N(f+ 9 N((f+9)™") < max(N(f)N(f~1),N(g)N(g~)).

(c) Cas d’égalité. Montrer

1 1

Exercice 2 [ 02766 | [Correction]

Soit (E,| -||) un espace vectoriel normeé sur K (K =R ou C).

Exercice 5 [ 05057 ] [Correction]

Soit (-, - ) le produit scalaire canonique sur R™ et N une norme quelconque sur

]l + llyll < 2max{|lz +yl|, = — yll}- R™.
Pour tout x € R", on pose

(a) Montrer que pour tous z,y € E

(b) Montrer que 'on peut avoir 'égalité avec x # 0 et y # 0.

Désormais la norme est euclidienne. N*(z) = sup|(z,y)| avec S={yeR"|N(y) =1}.
(c) Montrer que pour tous z,y € F ves

(a) Veérifier que la borne supérieure définissant N*(x) existe et que celle-ci

+lyll < v2 + —yl}.
[l + llyll < max{Hx yll: Il y||} détermine un réel positif.

(d) Peut-on améliorer la constantey/2 ? (b) Montrer que N* définit une norme sur R™.

(c) Déterminer N* lorsque N = || - ||2, || * [|co Puis || - [1-
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Etude de normes

Exercice 6 [ 00457 ] [Correction]
Pour A = (a; ;) € M, ,(K). On pose

n P
1Al =D laigl Al =

i=1 j=1

n p
2 — .
ZZM%]‘ et [|Aflo 1<i<12a1}ij<p|a“|'

i=1j=1 T ===

Montrer que || - |1, || - |2 et || - ||oo définissent des normes sur M,, ,(K).

Exercice 7 [ 00459 | [Correction]
Pour A = (a; ;) € M, (R) on pose

n 1/2
Al = (Z af,j> :
ij=1

Montrer que || - || est une norme matricielle i.e. que c’est une norme sur M, (R)
vérifiant
VA, B € My, (R), [[AB|| < [[A]l[|B]|.

Exercice 8 [o03625] [Correction]
Pour A = (a; ;) € M,(C), on pose

n
Al = su aqj
4= s Yo,
(a) Montrer que || - || définit une norme sur M,,(C).

(b) Veérifier
VA, B € My (C),[[AB| < ||All|[B]|-

Exercice 9 [ 00460 | [Correction]
Pour A = (a; ;) € M, (C), on pose

n
Al = sup D lai;
1§i§nj:1

(a) Montrer que || - || est une norme d’algébre sur M,,(C).

(b) Montrer que si A est valeur propre de A alors || < || A]|.

Exercice 10 [oo462 | [Correction]
Pour = (21,...,2,) € K" et p > 1 on pose

n 1/p
[zllp = (ZI%I”) :
i=1

l#lloo = tim_ llall.

Montrer

Exercice 11 [ 00456 | [Correction]
Soient fi,..., fn: [0;1] — R continues.
A quelle condition I’application

N: (xlﬁ"'vxn) = ||l‘1f1 +"'+xnanoo

définit-elle une norme sur R™ ?

Exercice 12 [ 00455 | [Correction]
Montrer que I'application N: R? — R définie par

N(z1,29) = sup |zy + txs|
te[0;1]

est une norme sur R2.
Représenter la boule unité fermée pour cette norme et comparer celle-ci & || - ||oo-

Exercice 13 [ 03905 | [Correction]
On note ¢! (N, K) I'ensemble des suites u = (uy, )nen € KN sommable c’est-a-dire

(N, K) = {u e KN ‘ Z|un| < —l—oo}.

Montrer que ¢/}(N,K) est un K-espace vectoriel et que I’on y définit une norme par

I’application
+oo
lull = lual-
n=0
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Exercice 14 [o03903] [Correction]
Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R. On note L!(I,K) I’ensemble des
fonctions f: I — K continues et intégrables i.e.

LY(I,K) = {f € C(1,K) ‘ /|f| < +oo}.
I
Montrer que L'(I,KK) est un K-espace vectoriel et que

||f\|1:/l|f(t)|dt

y définit une norme.

Exercice 15 [03904 ] [Correction]
Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R. On note L?(I,K) ensemble des
fonctions f: I — K continue et de carré intégrable i.e.

L(I,K) = {f eC(K)| /Im? < +oo}.

Montrer que L?(I,KK) est un K-espace vectoriel et que

1£ll2 = ( / \f(t)fdt)l/g

Exercice 16 [ 04096 ] [Correction]

y définit une norme.

On introduit une norme | - || sur ’espace des colonnes M,, 1(R) en posant
1] = max [

et 'on note S 'ensemble formé des colonnes de M,, 1(R) de norme égale & 1.
(a) Soit A € M, (R). Montrer ’existence de

sup [|[AX|.
Xes
(b) On pose
N(A4) = sup | AX]|.
Xes

Justifier que pour tout X € M,, 1(R), [|[AX]|| < N(A)|X].
(c) Veérifier que N définit une norme sur M, (R).
(d) Montrer

N(A)= sup Y lai,l.
J=1

1<i<n 5=

Distance

Exercice 17 [o3272] [Correction]

On norme 'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infinie notée || - ||oo-
Déterminer la distance de la suite e constante égale & 1 au sous-espace vectoriel Cy
des suites réelles convergeant vers 0.

Exercice 18 [o3273] [Correction]

On norme ’espace B(N,R) des suites bornées par la norme infini notée || - || -
Déterminer la distance de la suite u = ((—1)")nen au sous-espace vectoriel C des
suites réelles convergentes.

Exercice 19 |[oo470 | [Correction]
On norme l'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infini notée || - ||oo-
Pour z € B(N,R), on note Az la suite de terme général

Az(n) =z(n+1) — z(n)

puis on forme F = {Az |z € B(N,R)}.
Déterminer la distance de la suite e constante égale & 1 au sous-espace vectoriel F'.

Exercice 20 03463 ] [Correction]
Soit E l’espace des fonctions bornées de [—1;1] vers R normé par

[flleo = sup [f(z)]-
ze[—1;1]

Déterminer la distance de la fonction
1 size]0;1]
frx—<0 siz=0
-1 size[-1;0]

au sous-espace vectoriel F' de F formé des fonctions continues de [—1; 1] vers R.

Exercice 21 [o5058 ] [Correction]
Soit N une norme sur un espace réel E de dimension finie.

(a) Soient B; et By deux boules fermées de E. A quelle condition I'intersection
de ces boules est-elle non vide ?

(b) Meéme question avec des boules ouvertes.
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(b) Etudier la convergence pour 1'une et I’autre norme de la suite de terme

Comparaison de normes
général

Exercice 22 [ 00466 ] [Correction] P, = lX”.
Soit E = C%([0;1],R). On définit les normes || - [|1, || - ||2 et || - ||oo par : n

B 1 B 1 ) )1/2 B
MliAU®WJNr<Af®dt et Il = supls|

a ontrer que || - ||oo est plus fine que || - ||1 et || - |2 mais qu’elle n’équivaut ni a
M lus fi i ‘elle n’équi ia

(c) Les normes Nj et Ny sont-elles équivalentes 7

Exercice 26 |[oo46s8 ] [Correction]
On note RM I’ensemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang.

I'une, ni & autre. On définit des normes || - ||, || - l2 et || - oo sur R®) en posant

(b) Comparer || - [|; et || - [|2-

00 +o00 1/2
s = Sl s = (z) -
n=0 n=0 neN

Exercice 23 [ 00467 | [Correction]

Soit £ = C!([-1;1],R). On définit Ny, N5 et N3 par (a) Comparer |- ||x et || - [|oo.
1 (b) Comparer || - |1 et || - ||2-
Ni(f) = Sup]|f\7N2(f) = |f(0)] + [Slili]|f'| et N3(f) =/ If]- '
—1; 1

[-1;1

Exercice 27 [oo0469 | [Correction]
On note ¢1(N,R) I'espace des suites réelles sommables. Cet espace est normé par

—+oo
[
n=0

(a) Soit u € /1(N,R). Montrer que u est bornée.
Cela permet d’introduire la norme || - ||, définie par

(a) Montrer que N7, N3 et N3 sont des normes sur E.

(b) Comparer N; et Ny d’une part, N1 et N3 d’autre part.

Exercice 24 [oo0465 | [Correction]
Soient E = C'([0;1],R) et N: E — R, définie par

Mﬂ=¢ﬂ@+£fﬂmh

l[ulloc = sup|ug|.
neN

(a) Montrer que N définit une norme sur F.

(b) Comparer N et || - |co- Comparer || - |1 et [ - [l
(b) Soit u € £*(N,R). Montrer que u est de carré sommable
Cela permet d’introduire la norme || - ||z définie par

Exercice 25 [00473] [Correction]
Sur R[X] on définit Ny et Ny par : +o0 1/2

. e = (3

n=0
Ni(P) =Y _"|P™(0)] et No(P) = sup |P(t)]-
k=0 te[-11] Comparer | - ||1 et || - [|2-

(a) Montrer que N; et Ny sont deux normes sur R[X].
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Exercice 28 [o03265] [Correction]
On note B(N,R) I'espace des suites réelles bornées normé par || - ||oo-

(a) Soit a = (ay) une suite réelle. Former une condition nécessaire et suffisante

sur la suite a pour que ’application

+o00
Ny:x— Zan|xn\
n=0
définit une norme sur B(N, R).
(b) Comparer Ny et || - ||oo-

Exercice 29 [ 00039 ] [Correction]
On note F V’espace des suites réelles bornées u = (uy, )nen telles que up = 0.

(a) Montrer que

Noo(u) = suplu,| et N(u) = sup|up+1 — Un|
neN neN

définissent des normes sur ’espace E.

(b) Montrer que
N(u) < 2Ny (u) pour tout u € E.

Déterminer une suite non nulle telle qu’il y ait égalité.
(c) Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Comparaison de normes équivalentes

Exercice 30 [ 03267 ] [Co1rection]
Soient ’espace E = {f ec(
définies sur E par

| f(0) = O} et N1, Ny les applications

Ni(f)=1flle et No(f) = If + f'llo-

(a) Montrer que N; et No définissent des normes sur F.
(b) Montrer que N» est dominée par Nj.
(c) En exploitant l'identité

montrer que Ny est dominée par Ns.

Exercice 31 [oo0464 | [Correction]
On note E le R-espace vectoriel des fonctions f: [0;1] — R de classe C! vérifiant

f(0) =0. Pour f € E, on pose

Ni(f) = sup |f(x)|+ sup |f'(z)] et No(f) = sup |f(z) + f'()]-
z€[0;1] z€[01] €[051]

Montrer que N; et N> sont deux normes sur F et qu’elles sont équivalentes.

Exercice 32 [o2411 ] [Correction]
Soit
E={feC?*[0;7],R)]| f(0) = f'(0) = 0}.
(a) Montrer que
N:f e If + oo
est une norme sur E.

(b) Montrer que N est équivalente &

vi f el flloo + 11 Moo

Exercice 33 |[o3262 | [Correction]
Soient £ = C([0;1],R) et ET l’ensemble des fonctions de E qui sont positives et

ne s’annulent qu’un nombre fini de fois. Pour toute fonction ¢ € ET et pour toute
fonction f € E on pose

I = sup {700}

(a) Montrer que || - ||, est une norme sur E

(b) Montrer que si ¢ et o sont deux applications strictement positives de ET
alors les normes associées sont équivalentes.

(c) Les normes || - || et || - ||z2 sont elles équivalentes ?

Equivalence de normes en dimension finie

Exercice 34 |[oo0458 | [Correction]
Soit N une norme sur M,,(R). Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que

N(AB) < eN(A)N(B).
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Exercice 35 [o00474 ] [Correction]
Pour d € N, on pose E = R4[X] lespace des polynomes réels en 'indéterminée X
de degrés inférieurs ou égaux a d.

(a) Pour & = (&, ...

pose

,€4) famille de d + 1 nombres réels distincts et P € E, on

d
Ne(P) =) _|P(&)|.
k=0

Montrer que N¢ définit une norme sur E.

(b) Soit (P,) une suite de polynomes éléments de E. Pour tout n € N, on écrit

d
Py=> apnX".
k=0

Etablir que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite de fonctions (P,,) converge simplement sur R

(ii) la suite de fonctions (P,) converge uniformément sur tout segment de R;
(iii) pour tout k € {0,...,d}, la suite (ay,) converge.

Exercice 36 [o1582] [Correction]

Montrer que si (P,)nen est une suite de fonctions polynomiales toutes de degrés
inférieurs & N convergeant simplement vers une fonction f sur R alors f est une
fonction polynomiale et la convergence est uniforme sur tout segment de R.

Exercice 37 [02409 ] [Correction]

(a) Quelles sont les valeurs de a € R pour lesquelles I’application

(z,y) = Nao(z,y) = Va2 + 2axy + y?

définit une norme sur R2.

(b) Si N, et Np sont des normes, calculer

N,
of o(z,y)

N,(z,
; ot sup Lal®Y)
(z)#0 Np(z,y)

()20 No(z,9)

Suites de vecteurs

Exercice 38 [o03143] [Correction]
Soient A, B € M,(R). On suppose

(AB)" — O,.

Montrer que
(BA)" = O,.

Exercice 39 [o1670] [Correction]
Soient A, B € M,,(R) telles que

Ak P et BF— 5 Q
k—4o00 k—+o00

On suppose que les matrices A et B commutent. Montrer que les matrices P et @
commutent.

Exercice 40 [oo471 | [Correction]
Soit (A,,) une suite de matrices inversibles de M, (K).

On suppose
A, = Aet A1 = B.

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 41 |o3so010 | [Correction]
Soit A € M, (C). On suppose que la suite (A™),en converge vers B.
Montrer que B est semblable & une matrice diagonale n’ayant que des 0 et des 1.

Exercice 42 [03036 | [Correction]
Soit (A,) une suite convergente d’éléments de M, (K) et de limite A,.
Montrer que pour n assez grand

rg(A,) > rg(Ax).

Exercice 43 [03413] [Correction]
Soit ¢ € N*. On note E, ’ensemble des A € GL,,(C) telles que

Al =1,.
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(a) Que dire de A € E; telle que 1 est seule valeur propre de A7
(b) Montrer que I,, est un point isolé de E,.

Exercice 44 [03925 ] [Correction]

Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique telle que la suite (A*)pcy converge
vers B dans M, (R).

Que dire de B?

Exercice 45 [ 04980 ] [Correction]
Soient n > 2 et A = (a; ;) € M, (R) une matrice & coefficients strictement positifs
vérifiant

n
Zam =1 pour tout i € [1;n].
j=1
On note « le plus petit coefficient de la matrice A et, pour X € M,, 1(R), on note
min(X) et max(X) le plus petit et le plus grand coefficient de la colonne X.

(a) On suppose que les coefficients d’une colonne Y € M,, 1(R) sont tous positifs.
Etablir min(A4Y) > amax(Y).

Soient X € M, 1(R) et Y = X —min(X)U avec U la colonne de hauteur n dont

tous les coeflicients sont égaux a 1.

(a) Montrer
min(AX) > amax(X) + (1 — &) min(X)
puis
max(AX) < amin(X) + (1 — o) max(X).
(b) En déduire que les suites (min(ApX))peN et (max(ApX))peN sont adjacentes.

(c) Conclure que la suite (AP),yen converge et déterminer le rang de sa limite.

Séries de vecteurs

Exercice 46 [o2728] [Correction]

Soit M € M,,(C). Montrer I’équivalence de :
(i) toute valeur propre de M est de module strictement inférieur a 1;
(ii) la suite (M*) tend vers 0;
(iii) la série de terme général M* converge.
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Corrections Exercice 2 : [énoncé]

(a) z = 3(x+y)+ 5(z —y) donc
Exercice 1 : [énoncé]

(a) Par réduction au méme dénominateur ]| < max{ [z + yll, |z — y||}

a b 1 av(u+v) +bu(u+v) —uv Aussi [ly|| < max{|lz +y, ||z - y||} donc

u v_u+v_ uv(u + v
(o) lall + lyll < 2max{ e + g, = - ).

qu’on peut réécrire

b) Sur R? =1 oo, il bgalité =(1,0) et y = (0,1).
s b L (Yeve VB (e be 2V T (6) Sur B avec ||+ = e i y @ égalie pour = (1,0) et y = (0,1)
—+ == = (c) On a déja
u v u+twv wv(u+ v) 2 ) )
(Nl + Nyl < 2flz)* + 2flyl*.
et siva+vb=lLalors Or 2 = §(z +y) + 5(z — y) donne
e b1 (e Ve ,
u' v outv  w(uto) T l2l* = 5 (1= + yl* + llz = yl* + 2]l = 2llyll*)
(b) aussi 1
1 1 1 2= ? —yl* = 2ll=l* + 2]lyll*)
dt dt dt Iyll* = 5 (lz + yll* + |z =yl y
N+ = [ <a [ S [ S an( v
o f()+g(t) o f(t) 0o 9(t) donc
. s 2 2 _ 1 2 2
qui donne I’inégalité voulue avec )% + [yl < 5(”35 +yll? + [l = yl*)
N(f)? N(g)® puis
a = —2 et b = —2 2 2
(N(f)+N(g)) (N(f)+N(g)) (Il + 1y l)” < 2max{|lz + yl, [l — yll}
qui sont tels que /a + Vb = 1. qui permet de conclure.
(c) Par 'inégalité triangulaire (d) Non, sur R?, il y a égalité pour = = (1,0) et y = (0,1).
N(f+9N((f+9)7") <N+ N@)N(f +9)7)
et en vertu de ce qui précéde Exercice 3 : [énonce]
Casn=2
_ N(f)2N(f~') N(g)?>N(g™1h) Par I’absurde supposons qu’une telle norme existe.
N(f+gN((f+9)7") < +
qui donne Les matrices A et B sont semblables (via P = diag(1/2,1)) donc ||A|| = || B||. Or
B N(f) N(g) B = 2A donc ||B| = 2||A]| puis || 4] = 0.
N(f+g)N(f+9) 1 < M+ M=M ,
(f+aN({(f+9)7) N+ N(g) N(f) (9) C’est absurde car A # Os.

Cas général : semblable.
avec

M = max(N(f)N(f~"),N(g)N(g™")-

Document3 Exercice 4 : [énoncé]
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(a)

Unicité: Si deux polynomes sont solutions, leur différence s’annule sur [—1 ;1]
et correspond donc au polynéme nul.

Existence: On peut raisonner par récurrence double en introduisant

T() = 1,T1 =X et Tn+1 = 2XTn — Tn,1

ou employer la formule de Moivre pour écrire :

cos(nf) = Re((cosf +isinh)™)
Ln/2]

= Z <2n> cos™ %P f(1 — cos® 0)P.
p=0 P

On vérifie | T, || = 1 et on observe
& km
To(coszg) = (—1)" avec xp =cos| — ) et xg > a1 >+ > op.
n

Aussi, le polynome T}, est de degré n et de coefficient dominant 27 ~1.
Par I’absurde, supposons ||P|| < 1/2"~! et considérons

1

Le polyndme @ est de degré strictement inférieur & n et prend exactement le
signe de (—1)* en les x),. Par I’application du théoréme des valeurs
intermédiaires, le polynome @ s’annule sur |z, ; x,—1[,. .., |x1 ;20| : c’est le
polynéme nul ce qui est absurde.

L’implication indirecte est entendue. Supposons, || P|| = 1/2"~1. Considérons
de nouveau le polynome Q. Au sens large, il prend le signe de (—1)* en les zy,
et on peut assurer l’existence d’au moins une racine dans chaque intervalle
[©n ; Tn—1],- - -, [T1;20]- Lorsque cela est possible, on choisit cette racine dans
I'intervalle ouvert et on note a,, < ... < g les n racines ainsi obtenues.

Si celles-ci sont distinctes, le polynéme @ est nul et on conclut.

Sinon, lorsqu’il y en a deux qui ne sont pas distinctes, elles correspondent &
un méme z, avec k € [1;n — 1] pour lequel @ est de signe strict ! sur

Jxkt1 ;x| et |z ; xr—1[. Ces signes sont nécessairement identiques et Q
présente un extremum en z qui est donc racine double de Q). Le polyndéme @)
admet alors au moins n racines comptées avec multiplicité et on conclut.

1.

Car on a choisi les «, dans ’intervalle ouvert lorsque cela est possible.

Exercice 5 : [énoncé]

(a)

(c)

Soit z € R™.

N*(z) s’interpréte comme la borne supérieure d’une fonction continue
définie sur une partie fermée et bornée.

L’ensemble S est la sphére unité pour la norme N, il s’agit donc d’une partie
fermée et bornée. Aussi, I'application x — (z,y) est linéaire sur R™ et donc
continue. Par conséquent, application x — |(x,y)| au départ de S est bornée
et atteint ses bornes. On peut donc introduire

N (a) = sup| ()| = sup{| )| | € B et N(y) = 1}

Au surplus, cette valeur est positive car il s’agit d’une borne supérieure d’une
partie non vide de R, .

Soit « un vecteur de R™. Si N*(z) =0, on a (z,y) = 0 pour tout y de S. Or
tout vecteur de R™ est colinéaire & un vecteur de S et donc, par linéarité, on
généralise en écrivant (z,z) = 0 pour tout z € R™. On en déduit que z est le
vecteur nul car ce dernier est le seul vecteur orthogonal & tout vecteur de
I'espace.

Soient A € R et « € R™. Pour y appartenant a S, on a |[{(Az,y)| = |A|[{z, y)]|.
Le réel positif |A| ne dépendant pas de y, il vient

N*(Az) = zgg(Mll%y)l) = \Aligg|<x,y>| = [AIN"(2).

Enfin, soient z et 2’ € R™. Pour tout y de S,
[(z+a',y)| = [(z,9) + (", 9)| < [, 9)] + [{@', )| < N*(2) + N*(2").

En passant a la borne supérieure, on conclut N*(z + z’) < N*(z) + N*(a).
Finalement, N* définit bien une norme sur R™.

Cas: N = || - ||2. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait
[(z,9)| < lz]l2llyll= pour tous z,y € R™.

Pour y € S, on obtient donc |(z,y)| < ||z

On détermine un vecteur y de S pour lequel cette inégalité devient une
égalité.

2. Cette borne supérieure est atteinte, il s’agit d’un max.
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Lorsque x est nul, 'inégalité qui précéde est évidemment une égalité. Lorsque Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

x est non nul, le vecteur y = z/||z||2 vérifie |(z,y)| = ||z|]]2 et y € S. On a

donc N*(z) = ||z||2. La norme N* se confond avec la norme || - ||2. n 2 n n
Cas: N = || - ||oo- Pour tout = (x1,...,2,) € R et tout (Z ai,kbk,j> < Za?’k Zbg,j
Y= (y1,---,Yn) € R" tel que ||yl =1, 0n a k=1 k=1 =1

n n n donc
|<'T7y>|: kayk §Z|$k||yk|§Z|xk|ZH$”1 n n
h=t k=t =t IABI* < >~ aiy > bi; = IAIPIBI?
De plus, cette inégalité devient une égalité pour y vérifiant ||y|leo = 1 b=l =1
déterminé par .
. puis
_ 1 sizp,>0
L T ) IAB| < [[All[| Bl
On obtient donc N*(z) = ||z||;. La norme N* correspond a || - ||;.
Cas: N = - |l1- Pour tout = = (x1,...,x,) € R™ et tout
— n —
y=(Y1,-.-,Yn) € R tel que ||y|]1 = 1, on observe Exercice 8 : [énoncd]
n n n
(@, y)| = < S lanllyrl < 3 lelsolyil = lzllsolyll = |2 (a) L’application | - || est bien définie de M,,(C) dans R,
k=1 k=1 k=1 Si ||Al| = 0 alors
De plus, si i désigne une indice pour lequel ||zl = |2;|, 'inégalité précédente ) -
. Y L. , . V1§z<nZ|aij\:O
devient une égalité pour le vecteur y vérifiant ||y|l; = 1 déterminé par —
j:
yk:{l si k=1 et donc
0 sinon.
V1 SZ,_] < n, ag,; =0
On a donc N*(z) = ||z]|co. Cette fois-ci, la norme N* est la norme || - ||oo-
ainsi la matrice A est nulle.
De plus
Exercice 6 : [énoncé]
Ce sont les normes usuelles associées a la base canoni M, (K).
que sur M, ,(K) [AA| = sup Zp\a”‘
1<z<n ;
Exercice 7 : [énoncé] - sup Al Z|aw
| - || est une norme sur M,,(R) car c’est la norme 2 associée a la base canonique 1<isn
de M, (R).
On a = |\l sup Z|aw

1<:< n
AB|? = x| -
|AB]| Z (Za k k;) = Al Al

,j=1
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et De plus
||A+B||: sup Z|aw+bu‘ M| = su Aa; ;| = sup |\ a; | = |\ su a;. il = |M|||A
2 2 Il = sup 3 laassl = sup 3 lossl =N sup sl = A4l
j= j= j=
< 12u£) Z|a”|—|—|b”\ et . .
i<n j=1
|A+ Bl = sup Y lai;+bi;| < sup > |ai |+ [bi]
1<i<n i 1<i<n S
< sup Z|a”|—|— sup Z|b gl '
1<i<n J=1 i=1 donc
n n
= [|Al + [|B]|- |A+ B[ < sup Y lai |+ sup D |bij| = [ Al + Bl
1<i<n J=1 1<i<n J=1
(b) On a
Enfin
AB| = su a; b < su a; b
14811 = s S5 b < sup 3 sl 481 = sup SIS aubis| < sup DY Jasbe
J=1lk=1 j=1k=1 anlkl ISZS’njlkl
O
' Or
|ai kbr ;| < |@i 1Bk
S ZZ ) SURNES 35 STHIVED SO SIWED SN ML
Jj=1k=1 k=1j=1
- l donc
n = IAB| < [|A[l[|BI].
Zlaz—,kHlBll (b) Soit A € Sp(A), il existe X # 0, AX = AX.
k=1 En notant 1, ...,z, les éléments de la colonne X (non tous nuls) on a
< [|A[[lIB]l
donc Vi € {1,...,%},)\3% = Zai7jmj.
IAB| < [[AllllBI|- j=1

Exercice 9 : [énoncé]

(a) L’application || - || est bien définie de M,,(C) dans R;.

Si ||A|| = 0 alors
V1 S ) S R,Z‘CLLH =0
j=1

et donc
V1 < i,j Sn,aw- =0

ainsi la matrice A est nulle.

Considérons i € {1,...,n} tel que |z;| = maxi<;<n|z;| # 0.
La relation précédente donne :

n n
M <Y laiglles] < lag il
j=1 =1

donc

n
A<D laigl < JlAIL
j=1
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Exercice 10 : [énoncé]
Si [|#]|oo = 0 alors z = 0 et |||, = 0 donc AL

I#loe = lim izl
Si ||z||oo # 0. Pour tout p > 1, 1

1/p 1
Izlloe < lllp < (nllz]|2%) " = 272l o Il 1 0 1
> I

donc

Jtim izl = e

—1

Exercice 11 : [énoncé]

L’application N: R™ — R est bien définie car toute fonction continue sur le
segment [0;1] y est bornée

La liberté de la famille (f1,..., f,) est une condition nécessaire car, sinon, une

relation linéaire sur la famille (f1,..., f,) détermine un n-uplet (x1,...,z,) non
nul tel que N(z1,...,2,) =0.
Inversement, supposons la famille (f1,..., f,) libre.

Soient A € R, z = (z1,...,z,) ER et y = (y1,...,Yn) € R™.
Si N(z) =0 alors 21 f1 + -+ + @ fn = 0 et donc (21,...,2,) = (0,...,0) car
(is..., f) libre.
NAz) = [[Az1fi + -+ Apfollo
= |[Marfi + -+ zafn)| = AN().

N(m—i—y) = H(xl +y1)f1 +o (xn'i‘yn)fnnoo

= @i+ F@afn) + fr+ -+ ynfa)|
< N(x)+ N(y).

Finalement N est une norme sur R™

Exercice 12 : [énoncé]
Quand ¢ varie de 0 & 1, Uexpression |z; + txs| varie de |z1| & |z1 + x|
Par suite, on peut exprimer plus simplement ’action de NV :

N(z1,22) = max{|21|, |z1 + 22|}

FIGURE 1 — La boule unité fermée pour la norme N

Soient * = (11, 72) et y = (y1,%2) deux vecteurs de R2.

N(z +y) = max{|z1 +y1, [£1 +y1 + 22 + 2|}
< max{|z1] + |y1], |21 + 22| + |y1 + vl }
< N(z) + N(y).

Pour )\ € R,
N(A.z) = max{|A||z1],|A||z1 + 22|} = |AIN(2).

Enfin si N(z) = 0 alors |z1]| = |1 + 22| = 0 et donc x; = x1 + 2 = 0 puis z = 0.
Ainsi N définie bien une norme sur R2.

Sizy > 0,29 > 0 alors N(x) = x1 + 22.

Si zp < 0,22 > 0 alors N(x) = max(—x1, |21 + z2]).

Siz; > 0,29 <0 alors N(z) = max(zq, |21 + 22])-

Siz; <0,29 <0alors N(z) = —(z1 + 22).

Ces considérations permettent de représenter la boule unité fermée. De maniére
immediate : N(z) < 2|z co-

Aussi |z1] < 2N(z) et puisque |z3| < |21 + x2| + |z1] on a aussi |za| < 2N (z).
On en déduit ||z]|e < 2N(x).

Exercice 13 : [énoncé]
(N,K) € KN et KN est un K-espace vectoriel.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 1°* mai 2018

Corrections 13

(O)nGN € gl(K)
Pour A\, 1 € K et u,v € (1(N,K),

|\ + )| < [\ + |l vnl-
Par comparaison de séries a termes positifs
M+ o € 01N, K)

?1(N,K) est un sous-espace vectoriel de KN, ¢’est donc un K-espace vectoriel.
L’application | - ||1: £1(N,K) — R est bien définie.

Soit u € £1(N,K). Si [Jull; = 0 alors 3% |u,,| = 0 donc pour tout 7 € N, |u,| =0
et par suite u = 0.

Soit A € K et u € £}(N,K)

+oo +oo +oo
Ialli = [Aunl =D [Allunl = A Y lun| = [M]ull1.
n=0 n=0 n=0

Soit u,v € £*(N,K)

+oo +oo +oo too
u+wvli = Z|Un +p] < Z(lun‘ + |Un|) = Z‘unl + Z|’Un‘ = [lully + [[v]l1-
n=0 n=0 n=0 n=0

Exercice 14 : [énoncé]
LY(I,K) C C(I,K) et C(I,K) est un K-espace vectoriel.
0 € L'(I,K).
Soit \,u € Ket f,g € L'(I,K).
Pour tout ¢t € I,
(A +pg) ()] < IN[FB)] + lullg(®)]
donc par comparaison de fonctions positives A\f + ug € L' (I, K).
Finalement L!(I,K) est un sous-espace vectoriel de C(I,K) et c’est donc un
K-espace vectoriel.
L’application || - |;: L'(I,K) — R est bien définie.
Soit f € L*(I,K). Si || f|l1 =0 alors [;|f(t)]dt =0 or | f| est continue et positive
sur I d’intérieur non vide donc f = 0.
Soit A € Ket f € L'(I,K).

A = [|A dt = |\ .
IAfll1 /1| Hf(t)| t =[]l
Soient f,g € L'(I,K)

I +glh < /Ilf(t)l +lg(®)] dt = 111 + llglh

| - |1 définit bien une norme sur L*(I,K)

Exercice 15 : [énoncé]

L*(I,K) C C(I,K) et C(I,K) est un K-espace vectoriel.
0 € L2(1,K).

Soit A € K et f € L?(I,K). Pour tout t € I.

AN = IAP|f(2)

donc par comparaison A\f € L?(I,K).
Soit f,g € L?(I,K). Pour tout t € I

‘ 2

(0O < (1F01+a0])” = 10421 Ola)| o < 2(1 50+ a0

car 2ab < a? + b2

Par comparaison de fonctions positives f + g € L*(I,K).

Finalement L?(I,K) est un sous-espace vectoriel de C(I,K) et c’est donc un
K-espace vectoriel.

L’application || - ||2: L?(I,K) — R est bien définie.

Soit f € L%(I,K). Si || f|l2 = 0 alors f1|f(t)|2 dt = 0 or |f|? est continue et positive
sur I d’intérieur non vide donc

vie L|f#)|> =0

puis f = 0.
Soit A € Ket f € L*(I,K).

5 2
IAfll2 = ( Jielsa dt) N
Soit f,g € L*(I,K).

2 2 _ 2 2
I+l < [ (1@ +[o)]) de = 1713 +2 [ |70lloco] @t + gl

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour f,g: [a;b] — R continue par morceaux,

/ " Fwa) dt| <(/ "y dt)m (/ g dt)w.
/a F©low] at < < / b|f(t)|2dt)l/2 ( / b|g<t>|2dt)l/2 < Ifll2llgla-
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Or pour f: I — Ry continue par morceaux intégrable

Va;b] CI,/abf(t)dtS/If

J110lls0] @t < 1zl

donc ici

et enfin ,
1F +gll3 < (I£1l2 + llgll2)

ce qui permet de conclure.

Exercice 16 : [énoncé]

(a) Pour X € M,,1(R), on a

V1< <, [(AX)i] < aijllai] = lai;]

Jj=1 Jj=1

n n
IAX | <) JJai | < fgfgﬂZlai,j\ =M
j=1 ===

Ainsi, Pensemble {||AX||| X € S} est une partie de R non vide et majorée,
elle admet une borne supérieure.

(b) Si X =0, c’est immédiat.
Si X # 0, on introduit X' = X/||X|| € S et I'on exploite | AX'|| < N(A).

et donc

(c) L’application N est bien définie & valeurs dans R, en vertu de ce qui précéde.

Si N(A) = 0 alors pour tout X € M,, 1(R), on a |[AX| = 0. En particulier,
en prenant des colonnes X élémentaires, on obtient que chaque colonne de A
est nulle.

N(AA) = sup [|AAX]| = sup [A[[[AX]| = [A| sup [[AX]| = [A].
Xes Xes Xes

Enfin
N(A+ B)

sup||(A+ B)X||
Xes

IN

sup ||[AX + BX||

Xes

< sup [|AX]| + sup [ BX]|
XesS Xes

= N(A) + N(B).

Finalement, N définit bien une norme sur M., (R).

(d) On a déja vu
<
2, Zla@ il
Soit g 'indice pour lequel
max Z|aw| = Z:l\%,ﬂ-
J

Prenons ensuite X ='(z1 -+ ,) avec z; = £1 de sorte que
Qig,jTj = |@ig jl-

Ona X € Set |[AX]| = 37, |ai,,;| donc

n
A) > ai, 5]
j=1

puis ’égalité voulue.

Exercice 17 : [énoncé]
Puisque 0 € Cy, on a déja

d(e, Co) < d(e,0) = [lelloo = 1.

Soit x € Cy. On a
|zn — 1| < [z — €]l oo

et donc quand n — +o00
1< [z —eflo-

On en déduit
d(eaco) >1

et donc d(e,Cp) =

Exercice 18 : [énoncé]
Puisque 0 € Cy, on a déja

d(u,C) < d(u,0) = |julle = 1.
Soit & € C et £ € R sa limite. Pour n = 2p pair

|[22p — uzp| < [l — ullso
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donne |z2, — 1| < ||& — ul|oo puis & la limite

16 =1 <[l — vl
De méme avec n = 2p + 1 impair on obtient

[0+ 1] < [l — vl

On en duite
1
< S0+ 1= 4]) < 7 - e

On en déduit
d(u,C) > 1

et donc d(u,C) = 1.

Exercice 19 : [énoncé]

Puisque 0 € F, d(e, F') < d(e,0) = 1.

En raisonnant par ’absurde montrons d(e, F) = 1 en supposant d(e, F)) < 1.
Il existe alors une suite « € B(N,R) vérifiant ||Az — €] = p avec p < 1.
Pour tout k € N, |Az(k) — 1’ < p donc Az(k) > 1— p.

En sommant ces inégalités pour k allant de 0 & n — 1, on obtient

xz(n) —x(0) > n(l — p) et donc x — +o0.

Ceci contredit « € B(N,R) et permet de conclure.

Exercice 20 : [énoncé]
Par définition

d(f, F)=inf||f — 9lco-
(f,F) = inf]lf — g
Puisque la fonction nulle est continue

Inversement, soit g € F'.
Pour tout « > 0.

|f(@) —g(@)] = |1 = g(@)| < If — gll

donc & la limite quand = — 0™

De méme, pour z < 0,

(@) —g(@)| =1+ 9@)| < |If — 9l

et donc a la limite quand z — 0~

11+ g(0)] < [If = glloo-

On en déduit

2 < |14 g(0)] + 1= g(0)] <2[f = glloo

et donc

1< |If = gllso-

Finalement 1 < d(f, F) puis d(f, F) = 1.

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Notons a; et as les centres et 1 et ro les rayons respectifs des boules B; et

Bs.
Analyse: Supposons 'intersection de B; et By non vide et introduisons un
élément z de celle-ci. Par 'inégalité triangulaire

N(az —a1) = N((az —2) + (. —a1)) < N(ag —x) + N(z — ay) <71 +ro.

Synthése: Supposons N (as —ay) < rq + ro.

On détermine un élément de 'intersection des deux boules sur le
segment joignant les centres de celles-ci.

Soit x déterminé? par

T2 1
Tr = a1 + as.
71 + T2 1 + T2

On a

N(xal)N< 1 (aQal)) " Nag—a1) <.

r1+ 179 L+ 1ro

Ainsi, z appartient a la boule B; et un calcul analogue assure que x est aussi
élément de Bs. L’intersection des deux boules est donc non vide.

3. Cette solution exprime un vecteur x appartenant au segment [a; ;a2] et qui est proche de
chacune des extrémités en proportion du rayon de la boule opposée.

[1=g(0)] < IIf = glloe-
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(b) L’étude est identique & ceci prés que des inégalités strictes traduisent les
appartenances aux boules ouvertes. On parvient & la condition
N(as —a1) <11+ 72.

Exercice 22 : [énoncé]

() 1
11 g/o 1£lloo < 1]l

1 1/2
1l < (/ ||sz) <[l

Posons f,(z ) =2", || fnlleo = 1 alors que ||fn]l1 = n+1 —0et
[ fnlle = m — 0. Les normes ne sont donc pas équivalentes.

et

(b) Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

/01 Lx |f(t)|dt < </01 1dt)1/2 (/01 f(t)th>1/2

1l < (1112

Pour f,(z) =+v2n+ 12", | fullz =1 et || full1 = Vsi‘f — 0, les normes ne
sont donc pas équivalentes.

donc

Exercice 23 : [énoncé]
(a) Sans difficultés.
(b) On a Ni(f) < No(f) car

1) < 50+ | [ 7 @] < |10 + b sup |71
0 [—1;1]

et sans difficultés on a aussi N3(f) < 2Ny(f).
Posons

fnlz) = 2™

On a Nl(fn) = 1 NQ(fn) =net Ng(fn) = n+1
On en déduit que les normes N et Ny d’une part, N1 et N3 d’autre part, ne
sont pas équivalentes.

Exercice 24 : [énoncé]

(a) Posons ¢(f,g) = )+ fo t)dt. ¢ est une forme bilinéaire
symétrique, <p(f,f) 2 O et si p(f, f) = O alors f(0) = 0 et pour tout ¢t € [0;1],
f'(t) =0 donc f = 0. ¢ est donc un produit scalaire et N apparait comme
étant la norme associée.

(b) Pour tout z € [0;1], |f($)’ < |f |+

Isr dt‘<fN( ), donc
7l < VEN(F)Pour f(z) = sin(nzn), | flloe = 1 et N(f) = nm/v3 - +oc.

Les deux normes ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 25 : [énoncé]
(a) N1, Na: RIX] — R.

Ni(P+Q) = Z!P(’” +QM(0) < Z|P”“) 0)] + Q™)
=ZIP<’“ !+Zf@<’“ )| = Ni(P) + Ni(Q).
k=0
“+o0 +oo
N (AP) = > _AP®(0)] = A Y| P®(0)| = [AIN1(P).
k=0 k=0
Ni(P)=0 = Yk e Z,P®(0) =0
or
poy I
et donc P = 0.
Finalement, N; est une norme.
No(P+Q)= sup |P(t)+Q(t)] < sup |P(t)]+|Q(1)]
te[—1;1] te[—1;1]
< sup |P(t)|+ sup |Q(t)| = Na(P) + Na(Q).
te[—1;1] te[—1;1]
No(AP) = sup [AP(t)| = sup [A||P(t)] =\l sup |P(t)] = [\ N2(P).
te[—1;1] te[—1;1] te[—1;1]

Ny(P)=0 = Vte[-1;1],P(t)=0

et par infinité de racines P = 0.
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converge vers 0 pour No mais n’est pas bornée et donc
neN

(b) La suite (iX")
diverge pour Nj.

(c) Les normes ne peuvent étre équivalentes car sinon les suites convergeant pour
I'une des normes convergerait pour l'autre.

Exercice 26 : [énoncé]

(a) Aisement || - [loo < |- ||1
Soit u’V définie par u)) = 1si n < N et ulY = 0 sinon.
On a ||[uN||, = N et ||u"|| _ =1 donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1l < all - flo-
|- 1l1 et || - || ne sont pas équivalentes.

(b) En introduisant N tel que n > N = u, =0on a

+oo N N 2 +oo 2
il = 3ol = 3l < (Sl ) = (Slon] = .
n=0 n=0 n=0 n=0

Ainsi || -2 < || - [l1-

Soit uV définie par u)) = 1sin < N et ul) = 0 sinon.

On a ||uN||1 =N et |uNH2 = /N donc il n’existe pas de a > 0 tel que
Il < all- 2.

|l - Il1 et || - ||l2 ne sont pas équivalentes.

Exercice 27 : [énoncé]

(a) La suite u étant sommable, elle converge vers 0 et est par conséquent bornée.
Pour tout n € N,

—+o0
fun] <> o]

k=0
donc

[ulloo < lfullr-

Soit u™V définie par u)) = 1sin < N et ul} =0 sinon. u’¥ € /1(R).

On a ||[uN||, = N et |[u|| _ =1 donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1l < el Jloo-
|- 1l1 et || - |l ne sont pas équivalentes.

2
(b) Ona YN ju,? < (Zg_0|un|> donc quand N — +o0 :

00 00 2
= Sunf? < (zw) .
n=0 n=0

Ainsi || - fl2 < [} - [l1.

Soit u” deéfinie par u)) = 1sin < N et u!Y =0 sinon. u”¥ € (*(R).

On a [|[uV||, = N et ||u]|, = VN donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1l < alf -2,

|| -1l1 et || - [|l2 ne sont pas équivalentes.

B

Exercice 28 : [énoncé]

(a) Supposons que N, est une norme sur B(N,R).
Pour m € N, la suite élémentaire e,;, = (.0 )nen €st non nulle donc

No(em) = am > 0.

De plus, pour la suite constante u = (1),¢n, la quantité N, (u) existe et donc
la série Y a, converge.

Inversement, si 3 a,, est une série convergente a termes strictement positifs
alors on montre que lapplication N,: B(N,R) — R, est bien définie et que
celle-ci est une norme sur 'espace B(N, R).

(b) On a aisément N, < k| - [|oo avec k = 321 a,,.
Inversement, supposons || - [|o < Ak’N,. Pour la suite élémentaire e,,, on
obtient |lem,||oo < k' Ny(em) et donc a,, > 1/k pour tout m € N. Cette
propriété est incompatible avec la convergence de la série > a,,.
Ainsi N, est dominée par || - || mais ces deux normes ne sont pas
équivalentes.

Exercice 29 : [énoncé]

(a) N est bien connue pour étre une norme sur ’ensemble des fonctions
bornées, il en est de méme sur ’ensemble des suites bornées dont le premier
terme est nul.

L’application V: E — R, est bien définie. On vérifie aisément

N(u+v) < N(u)+ N(v) et N(Au) = |A|N(u). Si N(u) =0 alors pour tout

n € N, u,11 = u, et puisque ug = 0, on obtient u = 0. Ainsi NV est une norme
sur E.
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(b) Pour u € E, on a, pour tout n € N,
[Unt+1 = up| < ftnga| 4 |un| < 2Noo (u).

On en déduit
N(u) < 2Noo(u).

La suite u définie par ug = 0 et u,, = (—1)" pour n > 1 est une suite non
nulle pour laquelle il y a égalité.

(c) Considérons la suite u(?) définie par
in<
p  sinon.

On a
u?) € B, Nyo(u?) = p et N(u®) =1.

On en déduit que les normes NV et N, ne sont pas équivalentes car

Noo(u(p))

7N(u(1))) — +o00.

Exercice 30 : [énoncé]

(a) Les applications sont bien définies N;: E — R car toute fonction continue
sur un segment y est bornée.
Les propriétés N;(f + g) < N;(f) + Ni(g) et N;(Af) = |A\N;(f) sont faciles.
Si N1(f) =0 alors f' =0 et sachant f(0) =0, on obtient f = 0.
Si Na(f) = 0 alors la résolution de I’équation différentielle f' + f = 0 avec la
condition initiale f(0) = 0 donne f = 0.
Ainsi les applications N1, No sont bien des normes sur F.

(b) Pour f € E, on a
fla) = [ rar

ce qui permet d’établir || f|lco < [|.f/]co-
Puisque

Nao(f) < [1fllso + [1f oo < 2N1(f)

la norme N> est dominée par la norme Nj.

(¢) Sachant f(0) =0, on a

donc
|f(x)] < Na(f)
Puisque
|f'(@)] < [f(2) + f'(@)] + |£(2)]
on obtient

et finalement

Exercice 31 : [énoncé]

Pour tout f,g € E et tout A € R, il est clair que N;(f + g) < N;(f) + N;(g) et que
Ni(Af) = AN;(f).

Supposons Ni(f) = 0, on a alors sup,¢(o.1 |f(x)| = 0 donc f =0.

Supposons maintenant que N2(f) = 0, on a alors sup,cjo1 |f(x) + f'(x)| = 0 donc
f(z) + f'(x) = 0. Aprés résolution de I’équation différentielle sous-jacente,
f(z) = Xe™™ avec A = f(0) =0 et finalement f = 0.
Finalement N7 et Ny sont bien deux normes sur F.
Il est clair que
Na(f) < Ni()-

Posons maintenant M = Ny(f). Pour tout 2 € [0;1], on a

|f(z)+ f(x)| <M
|(f(@)e™)'] < Me”

|f(z)e”| =

x x

/ (f(t)et)/dt‘ < / Me! dt < Mex
0 0

puis | f(z)| < Me pour tout x € [0;1]. Ainsi

sup |f(x)‘ < Me.
z€[0;1]

De plus
|f'(@)] < [f(2) + f(2)| + [ f(2)| < M(L+e)
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donc

sup [f/(a)| < M(1+0)
z€[0;1]

et finalement

Ni(f) < M(14 2e) = Na(f)(1 + 2e).

On peut conclure que les deux normes sont effectivement équivalentes.

Exercice 32 : [énoncé]

(a)

L’application N: E — R, est bien définie et on vérifie aisément
N(Af) = [AIN(f) et N(f +g) < N(f) + N(g)-
Supposons maintenant N(f) = 0, la fonction f est alors solution de
I’équation différentielle 4" 4+ y = 0 vérifiant les conditions initiales
y(0) = 4'(0) = 0 ce qui entraine f = 0.
Finalement N est une norme sur E.
On a évidemment N < v.
Inversement, soit f € E et g = f + f”. La fonction f est solution de
I’équation différentielle

y'+y=g
vérifiant les conditions initiales y(0) = y’(0) = 0. Aprés résolution via la
méthode de variation des constantes, on obtient

f(z) = /Ox sin(x — t)g(t) dt.

On en déduit |(2)]| < aflglloc < g0 ot done ||f] < 7N (f).
De plus [|f"]lsc < [ + Fllsc + |fllsc donc v(f) < (x + DN(F).

Exercice 33 : [énoncé]

(a)

|- lo: E — Ry est bien définie.

Si || f[l, = 0 alors la fonction t — | f(t)|¢(t) est nulle. En dehors des valeurs
ol ¢ est nulle, la fonction f s’annule. Or ¢ ne s’annule qu’un nombre fini de
fois, donc par un argument de continuité, f s’annule aussi en ces points et
finalement f = 0.

Les propriétés [|Afll, = [Allf]lo et [[f +glle < [[f]le + llglly sont immédiates.

Considérons la fonction s /7. Cette fonction est définie et continue sur le
segment [0;1], elle y est donc bornée et il existe M € R vérifiant

Vo € [0;1], pa(x) < Mei(z). On en déduit || - ||, < M||-||4,- Ainsi || - ||, est
dominée par || - ||, et par un argument symétrique || - ||, est dominée par

Il -

(c) On a facilement || - [|z2 < || - |-
Pour f,(z) = (1 —x)™, on a aprés étude des variations des fonction
rx(l—2)" et 2 2%(1 — )"

1 1 Y\ et
nlle = — 1 1- ~ —
Hf H n—|—1< n—!—l) n

2V 2\ e2
[ fnllzz = 1- ~ 3
n+2 n+2 n

donc il n’existe pas de constante M > 0 telle que || - || < M| - ||42. Les deux
normes || - || et || - |2 ne sont pas équivalentes.

et

Exercice 34 : [énoncé]
On sait Noo (AB) < nNo(A)Noo(B) et aN < N, < BN avec «, 3 > 0 donc

N(AB) < éNOO(AB) < gNOO(A)NOO(B) < %BQN(A)N(B).

Exercice 35 : [énoncé]

(a) facile.

(b) (i) = (ii) Supposons que la suite (P,) converge simplement sur R vers une
certaine fonction f. On ne sait pas a priori si cette fonction est, ou non,
polynomiale.

Soit € = (o, .. .,&4) une famille de d + 1 réels distincts et P € F déterminé
par P(&;) = f(&). On peut affirmer que la (P,) suite converge vers P pour la
norme Ng. Soit [a;b] un segment de R avec a < b. N = || - [ ,[a;) définit une
norme sur E qui est équivalent & N¢ car E est de dimension finie. Puisque
(P,) converge vers P pour la norme N¢, on peut affirmer que la convergence
a aussi lieu pour la norme N et donc (P,) converge uniformément vers P sur
le segment [a;b]. Au passage, on en déduit que f = P.
(ii) == (iii) Si la suite (P,) converge uniformément sur tout segment vers
une fonction f, elle converge aussi simplement vers f et ’étude ci-dessus
montre que f est un polynéme. En introduisant la norme infinie relative aux
coefficients polynomiaux :
d

Hao 4 tagX HOO = Oréll?gd|ak|
I’équivalence de norme permet d’établir que les coefficients de P, convergent
vers les coefficients respectifs de f.
(ili) = (i) immediat.
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Exercice 36 : [énoncé]
Soient ag,...,an des réels deux & deux distincts. Considérons la fonction
polynome P de degré inférieur & N vérifiant

Vk € {0,...,N}, P(ax) = f(ak).
Sur lespace Ry[X], on peut introduire la norme donnée par

N(Q) = max |Q(ax)].

0<k<N

Pour cette norme, on peut affirmer que la suite (P,) converge vers P. Or 'espace
Ry [X] est de dimension finie, toutes les normes y sont donc équivalentes. La

convergence de (P,) vers P a donc aussi lieu pour les normes données par

1@lloc fazy = sup Q).

€la;b]

La suite (P,) converge vers P sur tout segment de R et donc converge simplement

vers P. Par unicité de la limite simple, la fonction f est égale a P.

Exercice 37 : [énoncé]

(a) N,(1,1) et N,(1,—1) doivent exister et étre strictement positifs. Cela fournit
les conditions nécessaires 2a +2 > 0 et 2 — 2a > 0 d’ou @ € |—1; 1[. Montrons

que cette condition est suffisante.

Supposons a € |—1;1[ et considérons ¢: R? x R? — R définie par
o((z,y), (@,y) = z2’ +yy' + azy’ + ayz’.

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R? et pour
(z,y) # (0,0), @((m,y), (x,y)) > (1 — |a|)(9v2 +4?) > 0 en vertu de

12azy| < |a|(z* + ). Ainsi ¢ est un produit scalaire sur R? et N, est la

norme euclidienne associée.

(b) Le cas a = b est immédiat. Quitte & échanger, on peut désormais supposer

a <b.

Par homogénéité, on peut limiter I’étude de
(z,y) = (cost,sint) avec t € |—7/2;7/2].
Posons

N (z,y)
Ny (

au couple
z,y) b

() = N,(cost,sint) \ _ l+asin2t
~ \Ny(cost,sint) ) 1+bsin2t’
On a
(a — b) cos(2t)

fi(t) =2 (1+bsin2t)?

Les variations de f sont faciles et les extremums de f(t) sont en t = —7/4 et
t =7 /4. Ts valent 1= et 1%
On en déduit

inf Na(z,y) _ [1+a
(z,9)7£0 Np(x,y) 1+
et
Na(‘r7 y) 1-a
sup — 2% =
(z.)£0 No(Z,y) 1-b

(dans le cas a < D).

Exercice 38 : [énoncé]
11 suffit d’observer
(BA)"*! = B(AB)"A ——— O,,.

n—-+oo

Exercice 39 : [énoncé]
Puisque les matrices A et B commutent, il en est de méme des matrices A* et B*.
En passant & la limite la relation

AFBF = Bk AF
on obtient
PQ =QP.
Exercice 40 : [énoncé]
On a
A A =1,

En passant cette relation & la limite on obtient
AB =1,.
Par le théoréme d’inversibilité, on peut affirmer que A est inversible et

A"t =B.

Exercice 41 : [énoncé]
A" 5 Bet A2 = A™ x A™ — B? donc B = B? et B est une matrice de
projection.
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Exercice 42 : [énoncé]

Posons r =rg A.

La matrice A, posséde est déterminant extrait non nul de taille 7.

Le déterminant extrait correspondant des matrices A,, est alors non nul & partir
d’un certain rang et donc rg(A4,,) > r

Exercice 43 : [énoncé]

(a) Une matrice A € E,; annule le polynéme scindé simple X7 — 1, elle est donc

diagonalisable. Si 1 est sa seule valeur propre alors A = I, car semblable & I,,.

(b) Par I’absurde, supposons qu'il existe une suite (A,) d’éléments de E, \ {I,}

vérifiant
Ap = L.

Par continuité de la trace
tr A, = n.

Or la trace de A, est la somme de ses valeurs propres, celles-ci ne sont pas
toutes égales & 1 et sont racines géme de ’unité donc
27
Re(tr A,) < (n—1)+ cos —.
q

Cette majoration est incompatible avec la propriété tr A, — n.

Exercice 44 : [énoncé]
D’une part
fAR) - 'B

et d’autre part
H(AF) = (~1) A"

de sorte que
LA%P) = (=1)?A% - B

et
FAPHY) = (—1)2PH1g24] B

Par unicité de la limite, on obtient
B='B=-B.

On en déduit que la matrice B est nulle.

(a)

(b)

Exercice 45 : [énoncé]

Soit 7 € [1;n]. Les coefficients y; de la colonne Y étant tous positifs,
n n
[AY], =) aijy; > ) ay; > amax(Y).
s

Cette comparaison valant pour tout indice 7, on obtient

min(AY) > amax(Y).

Par construction, la colonne Y est & coefficients positifs. Aussi, on vérifie
AU = U car les lignes de A sont de sommes constantes égales & 1. On a donc

min(AY) > amax(Y)
avec
min(AY) = min(AX — min(X)U) = min(AX) — min(X)
et
max(Y) = max(X — min(X)U) = max(X) — min(X)
ce qui donne, apreés réorganisation des termes,
min(AX) > amax(X) + (1 — a) min(X).

Pour obtenir la seconde comparaison, on peut reprendre ce qui précéde a
partir de Y = max(X)U — X ou bien employer ce qui suit :

Par passage a lopposé min(—X) = —max(X) et

max(—X) = —min(X).
En appliquant le résultat précédent & la colonne — X il vient aprés échange
des min et des max et renversement de la comparaison

max(AX) < amin(X) + (1 — @) max(X).

Soit p € N. En appliquant les comparaisons qui précédent & la colonne APX,
on obtient

min(APT1X) > amax(APX) + (1 — a) min(APX) (%)
> amin(A?X) + (1 — o) min(APX) = min(APX)
et
max(APT X) < amin(APX) + (1 — a) max(APX) ()
< amax(APX) + (1 — o) max(APX) = max(APX).
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Les deux suites (min(A”X))pel\I et (max(ApX))pEN sont donc respectivement
croissante et décroissante. Aussi, par différence de (??) et (??), il vient

max (AP X) — min(APT' X) < (1 — 2a) (max(APX) — min(AP X))

Le réel k =1 — 2« est élément de [0; 1] car les coefficients de A sont
strictement positifs et la somme de ceux-ci sur chaque ligne vaut 1 ce qui
oblige na < 1. Par une récurrence immédiate, on obtient alors

0 < max(APX) — min(APX) < kP (max(X) — min(X)) pour tout p € N

et on conclut que la différence des deux suites (max(ApX ))p cn et

(min(APX ))p <y est de limite nulle. Finalement, ces deux suites sont
adjacentes.

(d) Pour X € M,, 1(R), 'adjacence des suites (min(A]"X))pEN et
(max(APX ))p oy entraine la convergence de (APX) vers une colonne dont
tous les coeflicients sont égaux :

Pour tout j € [1;n], la j-éme colonne de AP correspond au produit de
AP par la j-éme colonne élémentaire E; de M, 1(R).

Colonne par colonne, on justifie

U(Ey) U(Ey)

A — A= :
p—+00 . .

E(El) E(En)

Cette limite est de rang au plus 1 car ses lignes sont toutes identiques, elle est

méme de rang exactement 1 car ce n’est pas la matrice nulle. En effet,

AU = U donne APU = U puis, a la limite, A, U =U.

Exercice 46 : [énoncé]

(i) = (ii) Le plus simple est sans doute d’utiliser la décomposition de Dunford :

M = D + N avec D diagonalisable et IV nilpotente commutant entre elles. Par la
formule du binéme de Newton, on peut calculer M* et tronquer la somme par la

nilpotence de N, on parvient alors & une somme finie de termes qui tendent vers 0

par croissance comparée. Une autre méthode, techniquement plus lourde, consiste
& introduire pf = max{‘(Mk)MHL cee, |(Mk)n,g’n‘} qui majorent les coefficients

de M* situés sur la diagonale (pour ¢ = 0), sur la sur-diagonale (pour ¢ = 1) etc.
En notant que p = p(l) < 1, on montre par récurrence sur k que

pf < K| M||51p" ce qui permet de conclure.

(ii) = (iii) Supposons que M* — 0. On peut alors affirmer que 1 n’est pas valeur
propre de M car MX = X = M*X = X et donc a la limite

MX =X = X = 0. Par suite la matrice I — M est inversible et puisque
(I—M)S™  MF =1 — M™+L ™ MF = (I — M)~L(I — M™*1) d'ou la
convergence de la série des M*.

(iii) => (i) Soit A € Sp(M) et X # 0 tel que M X = AX. Puisque > ., M*
converge quand rgC' > r,on a Y, M*X converge, puis Y ,_, A*X converge et
donc [A| < 1 (car X # 0).
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